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1. Onderzoek .. 
Het onderzoek geschiedde in Indonesi~ en had betrekking op 
466 frambosia-pati~nten. Bij het eerste onderzoek werden de pati~n-
ten doorlopend genummerd, waarna de diagnose werd gesteld. Daarop 
kregen ongeacht de klinische toestand van de patienten de even 
nummers penic1.1!1ine en de oneven nummers salvarsan. Er had zo dit 
mogelijk was een tweede en derde onderzoek pla~ts na resp. 1 en 
2 weken. Bij het tweede onderzoek we~d de verbetering genoteerd 
en alternerend aan de patienten een injectie met hetzelfde genees-
middel als de eerste maal resp. een physiologische zoutoplossing 
gegeven. Bij het derde onderzoek werd weer de verbetering t.o.v. 
de toestand tijdens het eerste onderwek genoteerd. 
De diagnose werd geQodeerd volgens het systeem van Dr H. Oomen, 
met kleine wijzigingen door de onderzoeker aangebracht in verband 
met locale verschillen. De cijfers 1,2, en 3 warden in dit sys-
teem gebruikt om het stadium van de ziekte aan te geven. De cij-
fers worden gecombineerd met letters die in het door het cijfer 
aangegeven stadium bepaalde uitwendige verschijnselen a2nduiden, 
De graad van verbetering werd aangegeven door: 
0: geen verbetering 
1 gerlnge 11· 
?: matige II 
3: goede II 
v: volledige ii 
Alle verbeteringen werden beschouwd 'ten opzichte van de status 
bij het eerste onderzoek. 
Naar aanleiding van dit onderzoek hebben wij de volgende vra-
gen beantwoord: 
a) Is er verschil tussen de uitwerking van penicfiline en die van 
salvarsan? 
b) Is er_. zowel voor penicfiline als voor salvarsan een verschil 
tussen eenmaal en tweemaal een injectie? 
2 Bewerking van het materiaal. 
Uit de toegezonden lijsten werden tabellen opgesteld voor ie-
&re behandelingswijze, die aangaven hoeveel patiMnten een verbe-
tering 0,1,~,3 of v vertoonden, onderverdeeld naar deg verschiJ 
lende ziektebee lden: 1, 2c, 2p, 21, Ju_. 3b, Jzu, 3znu en 3n ., Di t a lles 
zowel voor de resultaten n2 1 week als voor die na 2 weken. 
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Een groot aantal patienten leed echter aan een combinatie 
van 2 of meer van deze ziektebeelden. Uit statistisch oogpunt 
bleek het daarom wenselijk om afzonderlijke tabellen te maken · 
voor: 
a) de enkelvoudige ziektebeelden: d.w .. z, de pati~nten die aan 
,,n en niet meer dan een ziektebeeld leden; 
b) de meervoudige ziektebeelden: d.w.z, de pati~nten die 2 of 
meer ziektebeelden vertoonden. In deze tabel wordt een pati~nt 
die aan twee ziektebeelden lijdt tweemaal getabelleerd nl. een 
keer onder het eerste ziektebeeld en de daarbij behorende ver-
betering; de tweede keer onder het tweede ziektebeeld en de ver-
betering daarvan. Een pati~nt met drie ziektebeelden komt drie-
maal in deze tabel voor. Hieruit volgt dat het materiaal in deze 
tabel niet onafhankelijk is. 
c) a) en b) tezamen, Deze tabel is dus de som van a) en b) en 
dientengevolge zijn de gegevens in deze tabel ook niet onafhan-
kelijk. 
Aangezien de aantallen verkregen bij de ziektebeelden 1, 2pJ 
2li 3b en 3u zeer klein zijn., werden alleen de gegevens voor de 
ziektebeelden 2cJ 3u, 3zu en 3znu statistisch bewerkt. 
De volgende notatie werd aangehouden: 
p : resultciten na 1 week van penicilline 
p 1: II II 2 weken II 1 j_njectie penicilline 
P2: fl II 2 II fl 2 injecties fl 
s : II II 1 week II salvarsan 
S1: II II 2 weken II 1 injectie salvarsan 
S2: II fl 2 fl II 2 injecties II 
Een voorbeeld van de zo verkregen tabellenJ waarvan bij de 
berekeningen werd uitgegaan is Tabel I, die voor de enkelvoudige 
en voor de meervoudige ziektebeelden apart de aantallen pati~n-
ten met een gra~d van verbetering 0,1,2,3 of v voor pen voor ~ 
aangeeft.(zie blz, 3) 
De verschillen tussen twee waarnemingsreeksen zijn getoetst 
met behulp van de toets van WILCOXON, Een ori~ntatie betreffende 
het gebruik hiervan is opgenomen in de memoranda S 47 (M 6 en 7) 
en S 145 (M 7a) die als aanhangsel zijn bijgevoegd" In allege-
vallen is voor 2c en 3u de overschrijdingskans berekend volgens 
de methode van de normale benadering (zie M 7), voor 3zu en 3znu 
in de meeste gevallen volgens de exacte methode (zie M 7a) 
De tabellen II en III geven de zo verkregen lijst van bereke::-
de tweezijdige overschrijdingslcansen, 
Tabel I 
Resultaten van Pen S na ~~n week voor de enkelvoudige en meervoudi~~ 
ziektebeelc'."!en; ui tgedru1-<:t in aantallen patHlnten, 
I 2c 3u 3zu Jznu 
I 
z1ekte- enkel-· meer • enkel- meer- enkel- meer- enkel-- meer-
beeld: voudig voudig voudig voudig voudig voudig voudig voudig 
p 0 .. - 1 1 - - 21 33 
- 1 3 1 2 6 2 1 - -
2 1 ,, St 11 9 - 3 ·- -,_ 
3 1+6 31 8 () 6 14 -0 ··~ 
V 6 1 .. .. - - - -
ti)taal 67 42 22 24 6 17 23 34 
s 0 
-· 
.. 2 1 .. 2 13 19 
- 1 8 3 3 5 2 1 1 4 
2 20 6 12 6 1 4 .. 2 
3 38 29 1 1 6 6 12 .. 
-




totaal 68 42 22 18 9 19 1~- ?5 
Tabel II 1') 
~eezijdige overschrijcangskansen, gevonden bij de vergelijking va' 
de enkclvoudige en de meervoudige ziektebeelden. 
2c Ju Jzu Jznu 
P. ·O) 52-- o, 46-- 0;54- o J 44--
s 0.902+ 0,92- 0;88- 0,23+ 
p 1 0;72+ 0,33: 1,00 0;68-
p2 0) 2LJ .... 0 .9 007 ·- 0;49- 0,51-
s1 O ''5' :;Cy O q7 '· J ., ' 0.959- 0,23+ 
s,, 
C. 
0,50- 0,81-- 0.951+ 0.955-
1) Een -:- teken bij een overschrijchngskans geeft asn, dat dE eerst-
genoemde reeks lagere graden van verbetering vertoont dan de 
tweede 
Tabel III 1)· 
Tweezijdige overschri.jdingskansen, gevonden bij de vergeli.jking van P en S en bi,i de vergEJijctng van 1 en 2 :in;jecties b:ij 
Enkelvoudige ziektebeelden meervoudige ziektebeelden alle ziektebeelden 
2G Ju Jzu Jznu l '.'C Ju Jzu Jznu 2c Ju Jzu 3znu 
p - ·S 0, 009-'. 0;, 40- I 0323- 1,00 P - . S 0., 52.t.. .-0, 86- 0_18- 0,0141.. p -S 0,07- O, 51 ·· 0,05- 0, 06+ 
r 1 -s 1 0,09 - o, 54-:- 1,00 O., 29-:- P -s , 0 42-· 0, 60-- 1,00 0,07- + p1 31 0.,08- 1,00 0.,77+ 0,77-,,, 1 . . 
p p 0, 05 ·- o 06- o ?4- 0" 2l.[.-:- P?-S? O, 3 3 ., 0,67+ 0,56- 0,1? + p -S 0;,03- O 33- 0,::3- 0,07+ 2-'--'2 } ;, 2 2 
P1-P2 O, 55 -: 0,008+ 1 00 0;85+ P 1-P2 o, 36-- 0.,61- 1300 0,25 - P1··P2 0,96- 0; 17 ·1· 1,00 0, 27-
s 1-s 2 0 55 -I- 0;58+ 0,27- O, 07-:- s1-s 2 0, 21-- 0,63 ·_ o,63- 0,90 - S 1 ··S2 0 5 70- o, 1:4+ 0,12- 0, 28+ 
1) Een + teken bij een overschrijdingskans geeft aan, dat de eerstgenoemde reeks lagere graden van verbetering 






Bij het formuleren van onze conclusiea hechten wiJ alleen 
waarde aan resultaten met overschrijdingskansen die ongeveer 
0,05 of lager zijn. Al naar gelang de overschrijdingskansen 
zullen wij dan spreken van een aanwijzing voor een bepaald ef-
fect of zonder meer van een effect. 
1. Bij het enkelvoudige ziektebeeld 2c blijkt een week na de 
eerste injectie penicilline betere resultaten te geven dan sal-
varsan. Een aanwijzing in dezelfde richting vindt men 14 dagen 
na de eerste injectie, in het bijzonder bij die pati~nten die 
een tweede injectie hebben gehad. Men dient hierbij wel te over-
wegen, dat dit laatste resultaat afhankelijk is van het eerste, 
omdat het betrekking heeft op een deel van de pati~nten, waar-
bij de eerste vergelijking is toegepast. 
Bij het ziektebeeld 2c, optredend in combinatie met andere 
ziektebeelden is van dit effect niets meer te vinden. 
2. Bij de ziektebeelden Ju en jzu worden geen duidelijke aan-
wijzingen voor een verschil tussen penic.illine en salvarsan ge-
vonden, hoewel de vergelijking van P - S voor alle ziektebeeldr 
van 3zu en de vergelijking P2- s2 voor het enkelvoudige ziekte-
beeld Ju nogal kleine overschrijdingskansen in het voordeel van 
de penicilline vertonen. 
3. Bij het zielctebeeld 3znu vir.dt men· resultaten, die guns tiger 
zijn voor salvarsan. Alleen voor die gevallen, waar 3znu op-
treedt in combinatie met een ander ziektebeeld is deze aanwij-
zing na een week behandeling van enige kracht. 
Samenvattend kan men zeggen, dater aanwijzingen zijn, dat 
penicilline beter werkt voor de lichtere vorm 2c, wanneer zij 
enkelvoudig voorkomt, terwijl salvarsan wellicht de voorkeur 
verdient voor de ernstlge meervoudige vormen met Jznu. 
4. Er is slechts eenmaal een duidelijk verschil tussen de resul-
taten van een en van twee injecties, Dit is het geval bij het 
enkelvoudige ziektebeeld Ju bij behandeling met penicilline. 
Hier blijken 2 injecties een beter resultaat te geven dan 1 in-
jectie. Er is verder een zwakken aanwijzing dat een beter resul-
taat verkregen wordt bij 2 x een salvarsan-injectie bij het en-
kelvoudige ziektebeeld 3znu dan 1 x een injectie. Over het al-
gemeen kan men dus moeilijk zeggen dat een tweede injectie het 
resultaat duidelijk verbetert. 
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5. Het blijkt dat salvarsan betere resultaten geeft bij de 
gevallen van meervoudige 2c dan bij die van enkelvoudige 2~0 
Bij 3u vinden wij dat 2 x een injectie penicilline beter werkt 
bij het enkelvoudige ziektebeeld dan bij het meervoudige, een 
resultaat dat in de richting ligt van de tendens 3 die wij ir1 
de samenvatting onder 3 geconstateerd hebben. 
Daar het waarnemingsmateriaal in verband met het vrij grote 
a.ntal ziektebeelden niet van voldoende grate omvang was, om 
de verwachting van zeer duidelijke resultaten te rechtvaardi-
gen2 is het niet te verbazen, dat de conclusies een voorzich-
tig karakter moeten dragen. Zij dienen hoofdzakelijk als aan-
wijzingen beschouwd te worden, waarvan desgewenst door her-





1) Algemene _;-Zang van zaken bij_het toetsen van een 
~pothese~ 
De t ,et sing van een hypothese ct: berust steeds op een aan-
:tal waarnemingen Z,, , .x2- , ••• , ~ van een of me er st ochast ische 
grr-otheden2 ) 9 of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee 
steekproeven). 
Bi,4 een toets behoort een toet singsgrootheid I:!:: ( soms meer 
dan een), die een functie is van bovengenoemde st "chastise he 
grootheden en die, voor de waargenomen waarden ,x;, 9 ~~ 9 ••• , ~1✓ 
een W{aarde aanneernt 9 die berekend kan worden (bv. ~ het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, ef het verschil van 
de gemiddelden van twee waarnerningen). 
De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekezen 9 dat men 9 op 
grond van de onderstelling, dat~ juist is, de waarsohijnlijlz- ,:..e: 
heidsvBrdeling van deze grootheid kan berekenen. 
Vervolgens kiest men een verzarneling Z van mogelijke uit-
komsten van~ , en wel op zodanige wijze, dat de kans 9 dat ~ 
een in Z gelegen waarde aanneemt 9 onder de hypothese v::f~) 1 ge::]ij1' 
is aan een gegeven get al cl , z0dat Z dus van (,I:'.: afhankelijk is:! 
Z heet de kritieke ztne van de toets 1 a'. de onbetrouwbaarheids-
drempel (Engels: level of significance)~ Voor o! neemt men 
veelal d waarde 0 9 05 •f 0,01. 
Men v, rwGrpt nu ct-f; op grond van de waarne mingen .x/ 9 .z.z, , 
van u 
~ , indien de bij deze waarnemingen behorende waarde 
in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen, 
dat het resul taat van het experiment 11 significant" is. De waar-
de van ,'.; r1oet dan echter warden vermeld. De kans 1 dat di t zal 
gebeuren, is, indien c!YC: j uist is 9 ge lij k aan. ot. Derhal ve is 
Cl de kans op ten onrechte verwerping van de j~iste hypothese, 
••k de }::ans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien 
mim deze method~ toepast, met d = C 9 05 resp. 0,01, zal men in 
gemiddeld ongeveer een op 20 resp. op 100 van de gevallen, 
waarin de hypothese die men toetst juist is~ deze toch verwerpun. 
- - - -- ---; 
1) Di t memorandum is slechts bed('\eld ter orientatie en strecf-1: 
niet naar v olledighe id of volledige exact he id. 
2) Een stochastische grootheid is een grootheid 9 die een 
waarschij nli.jkhe idsverdeling bezi t ~ of? anders gezegd ~ een groot--
heid, die voor cle elementen van een collectie(universum9]~Q12ula-
tie) gedefinieerd is en daarop a llerle i waarden aanneemt. Sto-




De t oetsingstheorie biedt in het algcmeen geen moge lij k-· 
heid om tot aanvaarding van een hypothese te komen. Indien 
een bepaalde hypothese l:rt: n.iet verworpen kan warden, is dit 
gewoonlijk met aen helc v-2rzamc ling v::tn h~rpothcsen t:~:lijl~ 
het geval. Niet-verwerpen staat dus nist gP-1-ijk mat aanvaara,.,r,_. 
Wel znl men vaak in de loop van een stat1stische analys~ 
bepaalde onderstellingen, die plausibel schijnen. en voor de 
verdere analyse van nut zi j n, t cei,f~en, a lvorons zo bij d;~ 
verdere bewerking van het ma-'iod::Le.a.l t8 gebruiken. Worden zij 
dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo 
verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat een 
grote !\fwijking .door de toets veelal wel zou zijn ontdekt. 
Indien :::13 n dan verder de onderstellingen ge bruikt, verwaarloost 
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte, 
die echter niet zo groot zijn, dat zij door de toets zijn 
ontdekt. 
Vole toetsen gelden zelf alleen onder bepaalde onderstel-
lingen omtrent de waarschi inlijkheidsverdelingen der stochas-
tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verrioht. Deze 
ncve,..,voorwaarden dienen steeds ui tdrukkGli~t-.1 te warden ver-
meld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst. 
In plaats van de onbetrouwbaarheidsdrempelot w~rdt vaak 
bij de uitslag van een toetsing de overschrijdingskans _..J---op------, 
gegeveni di t is de kleinste waarde van ci , waarbij in het 
betrokken geval, nog tot verwerping van~ zou zi jn overgeg'lc;r 
anders gezegd~ de kleinste CX:, ,_ wa.J.rvoor de gevonden waarde 
der toet singsgrootheid nog juist in de ( bij a behorende) 
kritieke zone Z ligt. Vvo;rdt dus de waard§__-:{_2.lIB.£._g_~.-~l}_ 
werkt men met onbetrouwbaarheidsdrem:Q_el _ ol , ___ dan_ w_ordt_ 
verworpen,___b1jiel'.}_ ~-;act, is. 
Voor het onderscheid tussen een- en tweezijdige toetsing 
en de >euze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv. 
de tweede hieronder gegeven litteratuurplaats. W.ij moeten hier 
volstaan met do opmorking, dat eenzijdige toetsing veelal 
eerder tot verwerping van cf leid t, rnaar dat deze slechts en-
de~ bi~zondere omst~ndigheden kan warden toegepast. 
Litt era tuur~ 
J.Neymqn, First courso in probability and statistics, New 
York, 1950, Chapter 5. 
J.Hemelrijk en H.R-. van der Vaart, Het gebruik van een- en 
t,::eezijdig0.' overschrijdingskansen vo:or het toetsen 
van hypothesen, Statistica 1 (1950) p.54-66. 
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De toets van Wilcoxon. 1 ) 
Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese H0 , in-
houdende, dat twee steekproeven x 1 , .. ,;xn en y1 , ... ,ym af~ 
komstig zijn uit een collectie (ook wel populatie of universum 
genaamd). 
Voor het toetsen van de hypothese H wordt gebruik gemao.kt 
0 
van een toetsingsgrootheid U 2 ), die alB volgt 1...liC de waar-
nemingen berekend wordt Onderstellen we, dat de waarnemingen 
x1 , ... ,xn en y1 , ... ,ym naar opklimmende grootte gerangschikt 
zijn, dan bepalen we eerst het aantal waarnemingen uit de 
tweede steekproef, cat kleiner is dan de lcleinste waarneming 
x 1 uit de eerste steekproef (bij gelijkheid tellen wij ½ in 
plaats van 1). Noem dit aantal v 1 . Vervolgens wordt het aan-
tal waarnemingen uit de tweede steekproef bepaald, dat klei-
ner is dan de op een na kleinste waarneming x2 uit de eerste 
steekproef (bij gelijkhe1d worr!t weer 2e~ ½ in plaats van 1 
'geteld). Dit aantal noemen we v 2 . Evenzo warden met betrekking 
tot x3,x4, ... ,xn de aantallen v3,v4, ... ,Vn bepaald. De waarde 
U van de toetsingsgrootheid U wordt voor de twee steekproeven 
dan gegeven door 
U=V1+v2+ ... +Vn. 
Wanneer onder de waarnemingen niet te veel gelijken voorkomen, 
kan bewezen warden, dat de toetsingsgrootheid U ondcr de 
hypothese H0 voor grate waarden van n en m ( beide ~ 10) bij 
benadering een normale verdeling bezit. De waarnemingen 
x 1 , ... ,xn en y 1 , ... ,ym tezamen genomen vallen uiteen in een 
aantal groepen van gelijke waarnemingen. Noem het aa,:tal von 
deze groepen k, dan is k minstens 1 (als alle waarnemingen 
gelijk zijn) en hoogstens m+n (als alle waarnemingen ver-
schillend zijn). 
I------------------------------------ ------ ---------------) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en 
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
2) Stochastische grootheden trorden door onderstreping aan-
geduid. 
Zijn t 1 J •• • ,tk de aantallen waarnemingen in deze groepen van 
gelijken, dan worden het gemi.:Jdelde /,(,, en de variantie if 2 








De grootheid /M (U) is dus onafhankelijk van de waarden ~as~~ 
Indien de hypothese H niet vervuld is, zal de grootheid U 
0 -
grate of kleine waarden bezitten, al naar gelang y systema-
tisch kleiner of grater is dan x. 
De (tweezijdige) toets bestaat nu 
werpt indien de gevonden waarde U 
wijkt, d.w.z. als 
daarin~ dat men H0 ver-
van U te s terk van /fA./ af-
/ 
waarin cJ.. de onbetrouwbaarheidsdrempel ls en _f « volgt uit 
C/;:l 
1 ; _lx2 1 
-- e 2 dx= 2 d- , 
\~ t: 
..so< 
en in een tabel van de normale verdeling kan warden opge-
zocht. 
De (tweeiijdige) overschrijdingskans k, behorende bij T, 
is gedefini~erd als 
(X) 
k= _2_/e-½x2dx 2) 
\/27rU-P, I 
\ 0/ 
en kan ook in een;/tabel van de normale verdeling warden ge-
/ 
vonden. 
Bij eenzijdige toetsing wordt ex. door 2 c<. vervangen, resp. 1( 
gehalveerd. 
Een bijzonder geval van het bovenstaande is, dat onder de 
waarnemingen voor x en yin 't g~heel geen gelijken voorkomen. 
In dat geval kan de uitdru~:king voor de variantie h4:rleid 
warden tot 
2 1 o = 12 nrn~n~m+l). 
1---------------------- -------------------------------------) Deze formule is een door T.J.Terpstra ~egeven vereenvou-
2) 
cUging van de door J .Hemelrijk( [SJ en L 7] ) afgeleide for-• 
mule. De afleiding van deze vereenvoudigde formule zal nog 
gepubliceerd warden. 
Deze formules berusten op de normale benadering van de 
verdeling v2,n U. 
3. 
Indien n en m kleiner zijn dan 10, zi,jn tabellen beschikbaar 
voor het berekenen van de overschrijdingskans k voor de uit 
de steekproef bepaalde waarde U van U (zie C2]-en [4]). 
Dergelijke tabellen bestaan echter niet voor het geval, dat 
gelijke waarnemingen optreden. 
Opmerking. Men kan gemakkelijk bewijzen, dat de variantie van 
U door het optreden van gelijke waarnemingen vermindert, Het 
verschil, dat door deze gelijken optreedt, is echter in het 
algemeen gering, Men kan daarom in eerste instantie deze cor-
rectie op a 2 verwaarlozen. De overschrijdingskansen, die men 
dan vindt, zijn iets te groot. 
Litteratuur: 
1. F.Wilcoxon, 
2 ILB .Mann and 
D.R.Whitney 
3 H.R.van der Vaart 
4 H.R.van der Vaart 
5 H.R.van der Vaart 
6 D.van Dantzig 
7 J.Hemelrijk 
Individual comparisons by ranking 
methods, Biometrics l (1945), p.80-83. 
"On a test of whether one of two 
random variables is stochastically 
larger than the other, Amer.Math.Stat. 
18 (1947),p. 50-60., 
Some remarks on the power function of 
Wilcoxon's test for the problem of 
two samples, Proceedings van de Kon. 
Ned,Ak.v.Wet., 53 (1950),p. 494-520. 
Gebruiksaanwijzing voor de toets van 
Wilcoxon, met tabellen voor n en m~lO, 
Rapport s32 (M4) (1950). 
De toets van Wilcoxon voor het pro-
bleem van twee steekproeven. (Cursus 
11 Parametervrije Methoden", 1951-'52). 
Kadercursus Mathematische StatistiekJ 
Math. Centrugi.9 Amsterdam (1947-'50), 
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MATHEMATISCH CENTHUM 
2e Boerhaavestraat 49 
Amsterdam - O. 
s-Fatistische Af de ling 
S 145 (M 7a). 
@~~--OJ2.Ir_!__er}{inge:g. over de verdeling _yan ,.£,§)_ 
to~ts..,in_g_sgr=oo_t)leid Val). WILCOXON & 
In memorandum S 47 (M 7) is vermeld dat de verdeling 
van de toetsingsgrootheid 'J van 1.iVILCOXON, onder de hypo-
these H0 , dat de beide steekproeven afkomstig zijn uit 
dezelfde waarschijnlijkheidsverdeling, voor grote "1'l. enlYr'\.. 
bij benadering normaal is. Deze benadering geldt over het 
algemeen als er weinig of geen gelijke waarnemingen in beide 
steekproeven voorkomen. Als .rri. en /n'\.. klein zijn, kan men, 
zo er weinig gelijke waarnemingen voorkomen gebruik maken 
van exacte tab ell en van de verdeling van ~ ( li tt. [ 1) , [2] ) • 
Als dan echter de gegeven waarnemingsreeksen grote groepen 
van gelijke waarnemingen bevatten, zijn de exacte tabellen 
en de normale benadering niet altijd voldoende nauwkeurig. 
We zullen laten zien hoe men voor dergelijke gevallen de 
verdeling van !J. exact kan berekenen .. 
De gegeven waarnemingsreeks kan dan worden samengevat 































Hj_erin zijn z, , ••• , 'K. de voorkomende steekpro efwaarden, 
gerangschikt naar opklimraende grootte; 1Y1. en 'h'I.. de steek-
lJro ef-groottes; t 1 , t,. , .. eo, tk. de grootten der groe:pen 
gelijke waarnemingen en 9-., ( resp.. !?.. ) het aantal malen dat 
de waarde z.,. in de eerste (resp. tweede) steekproef op-
treedt o 
2 
De kans dat de combinatiev gegeven in tabel I 1 optreedt 
ona.er de hypothese H0 , en onder de voorwaarden !,1 ::. t, , 
t,.::: t'l, ... , ·h = ti<. wordt nu~ 
( 1) i:i [ ~I:. o., > <2:i = C\.'l.' . .. ' Q.k ::; o."' I t, 't,.' ' .. '-t I<, ~ HI) 1 -=. 
(-b,) (t:.) 
Q., • Q~ • . (!:) 1 ) 
(~) 
Nu worden voor de gegeven waarde van I'(\. 1 rm. en t, ,i:.;i., ••. , -t1<. 
alle andere mogelijke combinaties van de Q. 's en deb's OJ;Jge-
~ 
schreven en voor ieder hiervan de U berekend volgens 
( 2) 
Voorbeeld: Gegeven 4 waarnemingen van een stochastische 
grootheid ~ en 11 waarnemingen van een stochastische groot-
heid ~ . De aangenomen steekproefwaarden zijn gerangschikt 
naar opklirn.mende grootte z., 9 -z.-:1. 9 z"' en 7..;.,, en in de twee 
steekproeven tezamen genomen treden deze waarden resp. 1, 1, 
2 en 11 maal op. Dus (zie tabel I): 'n:::L;,trn=ll,t 1 :::t~=1., 
"t:,,:..:2-, t"::-.:11\ N::15. 
Wij geven hieronder alle mogelijke combinaties met de 
...., 





1 ) 0 1 2) 0 1 
0 1 0 1 
0 2 1 1 
4 7 3 8 
- 8 - 1 ~1. 2 
7) 1 0 8) 1 0 
0 1 1 0 
1 1 0 2 
2 9 2 9 
+ 7-t- + 9 




0 1 4) 1 0 5) D 1 6) 0 1 
1 0 0 1 0 1 1 0 
0 2 0 2 2 0 1 1 
3 8 3 8 2 9 2 9 
0 + 1 + 5 + 6½ 
0 1 10) 1 0 1 ) 1 0 12) 1 0 
1 0 0 1 1 0 1 0 
2 0 2 0 1 1 2 0 
1 10 1 10 1 10 1 10 
+ 13 + 14 + 15"; + 22 
Tabellen voor deze binomiaal 6oijf 
fici~nten vindt men a.a. in D]. 
3, 
We berekenen vervolgens de waarschijnlijkheden van al 
deze combinaties volgens formule (1) (zie tabel II, kolom 5). 
Deze waarschijnlijkheidsverdeling is in figu.ur 1 getekend. 
De linkseenzijdige overschrijdingskans van een gevon-
den waarde Q van Q. wordt gedefinieerd als de som van de 
waarschijnlijkheden van die waarden van Q die kleiner of 
gelijk zijn aan de gevonden waarde. In tabel II zijn in kolom 
6 deze exacte linkseenzijdige overschrijdingskansen gegeven 
en in kolom 4 de linkseenzijdige overschrijdingskansen die 
men vindt met behulp van de normale benadering ( zie ook figu.ur 
2)" 
De rechtseenzijdige overschrijdingskans wordt (analoog 
aan de linkseenzijdige) gedefinieerd als de som van de waar-
~ schijnlijkheden van die waarden van U die grater of gelijk 
~ zijn aan de gevonden waarde van U. • 
Tabel II. 
Vergelijking van de linkseenzijdige overschrijdingskans be-
rekend volgens de benaderde en de exacte methode. 
1 2 3 
~ Com- ~ u. 
bir,..a- LL c-
tie 
- .. ~·'""= 
1 
-
8 -1 d~ 
2 
- 1 i -0 2r:: ' _, 
3 0 ·"! 
4 + 1 +0 1 1 r 
5 + 5 +O 0 ,, ~ \' (' 
6 + 6½ + 1, 09 
7 + 7½ +1,26 
8 + 9 + 1 ; 51 
9 +13 +2, 18 
10 +14 +2 ,35 
1 1 +15½ +2,60 
12 +22 +3,69 
·-.---------.-.--, 
4 5 
linkereenzijdige exacte wh 
overschrijdingskans van de com-
m.b.v. de normale binaties g_enader J.:1.g·---~----.--.,-.--,-
~----r-v ~ .-.~..-, 
0,090 0 7 242 
0,401 0,242 
Or500 0 1 121 






0 1 S91 0,008 
0,995 0,016 
1,000 0,001 
































Zeals duidelijk blijkt is voor enkele van de genoemde 
combinaties de overschrijdingskans berekend volgens de methode 
van de normale benadering belangrijk verschillend van die ge--
vonden met de exacte methode. 
Een tweezijdige kri ti eke zone met onbetrouwbe''J'.'heidsdrempel 
~ kan hier op verschillende manieren gedefinieerd worden~ 
B~v. door een linkseenzijdige en een rechtseenzijdige 
kritieke zone te kiezen~ ieder met onbetrouwbaarheidsdrempel 
½ ol. • Een bezwaar van deze methode is dat hij vaak leidt 
tot een groot verschil tussen o1.. en de werkelijke onbetrouw-
baarheid. Dit is vooral dan in sterke mate het geval, als de 
kleinste of de grootste waarde, die ~ aan kan nemen, sen 
waarschijnlijkheid bezi t 9 G1.ie > ½ o1.. is. Dan wordt de kri-
tieke zone bovendien eenzijdig. Als we b,v. in ons voorbeeld 
nemen o<. = 0, 20 dan bestaat de op deze vvij ze gedefinieerde 
11 tweezijdige 11 kritieke zone uit de waarden U = 9, 13 1 14 9 
15½ en 22 en de onbetrouwbaarheid is 0,040 + 0,008 + 0,008 + 
+ 0,016 + 07001.= 0,073. 
~ Een andere methode is, dat men de waarden van U m3t 
de kleinste waarschijnlijkheden bij elkaar zoekt totdat de 
gekozen onbetrouwbaarheidsdrempel het toevoegen van een niruwe 
waarde verhindert. Deze methode heeft het voordeel boven de 
vorige dat in het algemeen de onbetrouwbaarheid dichterbij 
~ ligt 7 maar bij verdelingen met meer dan een top het nadeel 
dat de kritieke zone geen aaneengesloten geheel is. Nemen 
we in ons voorbeeld weer~= 0 9 20 dan bestaat deze tweezij-
~ dige kritieke zone uit de waarden U = 5, 9, 13, 14, 15½ en 
22 en de onbetrouwbaarheid is 0,040 + 0,040 + 0,008 + 0,008 + 
+ 0 9 016 + 0,001 = 0,113. De waarde U = 5 behoort dus wel tot 
de kri tieke zone maar U. = 6-} en Ll = 7~- niet en men kan de-
ze kritieke zone bezwaarlijk tweezijdig noemen. 
We defini~ren nu de tweezijdige kritieke zone als volgt: 
We beginnen met van de kleinste en de grootste waarde van U. 
diegene te nemen met de kleinste waarschijnlijkheid. In ons 
voorbeeld dus Q= 22. Dan kiezen we een van de waarden 
U. = -8 en Ll. = 15i en wel zodanig dat het verschil tussen 
de som van de waarschijnlijkheden links en de som van de 
waarschijnlijkheden rechts in absolute waarde minimaal is. 
Nemen we Q = -8 dan is dit absolute verschil 0,242-0,001 = 
"' 0,241 en nemen we LL= 15-{ dan is dit absolute verschil 
0 1 016 + 0,001 = 0,017. We nemen dus Q = 15½. 
Vervolgens kiezen we een van de waarden ll = 14 en L\. =·-8. 
Nemen we U = --8 dan wordt het genoemde verschil tussen links 
en rechts in absolute waardeg 0,242- (0,016+0,001) = 0,225 
en bij Q = 14; 0,008+0,016+0,001 = 0,025. We kiezen weer 
~ die waarde van U. die het kleinste absolute vc:;.'schil tussen 
~ links en rechts geeft 9 dus u. == 14. Zo gaan we door met tel-
~ kens links of rechts een waarde van U. bij de kritieke zone 
te nemen totdat de gekozen onbetrouwbaarheidsdrempel het toe-
voegen van een nieuwe waarde verhindert. Nemen we weer~ =0,2 
dan vinden we in ons voorbeeld voor deze kritieke zone de 
~ waarden U. ::;:: 7½, 9, 13, 14, 15½ en 22 en de onbetrouwbaarheid 
is 0,080 + 0,040 + 0,008 + 0,008 + 0,016 + O,b01 = 0,153. Op 
deze wijze bereikt men dus dat de onbetrouwbaarheid in het 
algemeen dichterbij ot.. ligt dan volgens de eerste methode; 
bovendien verkrijgt men een aaneengesloten geheel voor Tu~~ 
linker- en rechter deel der kritieke zone, terwijl de onbe-
trouwbaarheid zo goed als mogelijk is in gelijlrn mate over 
de twee delen verdeeld wordt. 
De tweezijdige overschrijdingskans wordt nu gedefinieertl 
als de onbetrouwbaarheid van de kleinste kritieke zone van 
~ deze aard, die de gevonden waarde van Id- bevat. B.v. de 
kleinste kri tieke zone die het punt LJ. = 6~} bevat bestaat ui t 
- 1 1 1 de waarden U = 22, 15~, 14, 13, 9, 7~, -8 en 6~ en de twee-
zij dige overschri j dingskans van U. = 6-} is dus in ons voor-
beeld de som van de waarschijnlijkheden van deze waarden van 
~ ~ en dus 0,476. 
In tabel II zijn voor ieder- der mogelijke waarden van 
~ IJ deze exacte en tevens de benaderde tweezijdige overschrij-
dingskansen gegeven. 
Ta~l III. 
Exacte eg_penad~rJie tweezijdige overschr_ijj.ingsjgtnsen. 
tweezijdige overschrijdingskan 
~ Ll exact benaderd 
---~~~~-
--~---~------ -·--c=-=r,,,...>.......,,-,,_~ 
-8 ( 7) 0,395 0 9 180 
-1}(11) 0,879 0?802 
0 12) 1,000 19000 
1 10) 0.637 09864 
5 g) 0,516 09400 
6½ 8) 09476 0 1 276 
7½ 6) 0, 153 0,208 
9 ~5) 0,073 0, 130 
13 4) 0,033 O~OJO 
14 (3) 0?025 0,018 
15-}(2) 09017 0,010 
22 ( 1) 09001 <0,001 
--~~-
~ De cijfers tussen haakjes geven de volgorde aan, waarin de 
~ 
waarden van U. bij de kri tieke zones getrokken worden. 
6. 
Om te illustreren welke invloea. de waarden van 'l'l. , f\"\'t.. , 
t, , t,. i ••• , tk. op het resul taat hebben geven we hier nog 


























~ LL = + 139 
exact~ k= 0 1 06. 
benaderd \.<, = 0, 04 
u ::: + 30½ 
exact k = 0,23 
benaderd k = 0 1 18 
,v 
In het algemeen geldt dat de exacte verdeling van U. fE;ym-
metrisch is als in :a 'VY\. en ook als t 1 :::t1<., t 2 -=.t1<-, ,t~"'ti---:1. > 
enz. (zie Tabel I). In deze gevallen zal voor niet te kleine 
rn. en l'f'Y1. 9 de normale benadering meestal vrij goed zijn. 
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